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Résumé. — Le troisième groupe de cohoniologie étale non ramifié 
d'une variété projective et lisse, à coefRcients dans les racines de l'unité 
tordues deux fois, intervient dans plusieurs articles récents, en particulier 
en relation avec le groupe de Chow de codimension 2. Des résultats 
généraux ont été obtenus à ce sujet par B. Kahn en 1996. De récents 
travaux m'incitent à les passer en revue, et à les spécialiser aux variétés 
géométriquement rationnelles. 

Abstract. — Connexions between the second Chow group of a smooth 
projective variety and its third unramified cohomology group, with coef- 
ficients the roots of unity twisted twice, feature in several récent works. 
In this note we revisit a 1996 paper by B. Kahn and specialize it to 
geometrically rational varieties. 



Dans tout cet article, on note F un corps de caractéristique zéro, F 
une clôture algébrique de F et G = Gal(F/F). Soit X une F- variété lisse 
et géométriquement intègre. On note X = X Xp F. 

L'application naturelle entre groupes de Chow de codimension 2 

CH\X) ^ CH\Xf 

n'est en général ni injective ni surjective, même si l'on suppose que X 
est projective et que l'ensemble X{F) des points rationnels de X est non 
vide. 

Plusieurs travaux [H, [B], 113^ [Hl IlOl El 115] ont été consacrés à l'étude des 
noyau et conoyau de cette application et au lien avec l'étude du troisième 
groupe de cohomologie non ramifiée de X à valeurs dans Q/Z(2). 
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Dans l'article récent [2], Blinstein et Merkurjev montrent que le 
troisième groupe de cohomologie non ramifié H^^{F{T)/F, Q/Z(2)) d'un 
-F-tore algébrique T s'insère dans une suite exacte à 5 termes [2], Prop. 
5.9] faisant intervenir le groupe de Picard géométrique d'une compacti- 
fication lisse X de T, et les noyau et conoyau de CH'^{X) — )■ CH^{X)'^. 

Dans la présente note, on montre (corollaire I4.3p que des techniques 
connues permettent d'établir une suite analogue pour toute variété pro- 
jective et lisse X sur un corps F qui est géométriquement rationnelle, 
sous l'une des deux hypothèses : 

(i) La F -variété X possède un F -point. 

(a) La dimension cohomologique de F est au plus 3. 

Les longues suites exactes établies dans cette note sont des variantes 
de celles de l'article |10] de Bruno Kahn : voir |10[ Thm. 1, Corollaire], 
avec la correction apportée dans [H Prop. 6.1]. 

Sur un corps de base de caractéristique positive, l'utilisation de la co- 
homologie de Hodge-Witt logarithmique permet de donner des analogues 
de certains des résultats de la présente note. Nous renvoyons pour cela à 
l'article de B. Kahn. 



1. Rappels, propriétés générales 

On utilise dans cet article le complexe motivique Z(2) de faisceaux de 
cohomologie étale sur les variétés lisses sur un corps, comme défini par 
Lichtenbaum [T2l [T3] . 

Les groupes de cohomologie à valeurs dans le complexe Z(2) sont 
dans tout cet article les groupes d'hypercohomologie étale. Ils sont notés 
W{X,Z{2)). 

Sur un schéma X, on note H^{X,]Cj) les groupes de cohomologie de 
Zariski à valeurs dans le faisceau )Cj) sur X associé au préfaisceau U i— )■ 
Ki{H^{U, Ox)), où la i^-théorie des anneaux est la i^-théorie de Quillen. 

Étant donné un module galoisien M, c'est-à-dire un G-module continu 
discret, on note tantôt W{G,M) tantôt H'^{F.,M) les groupes de coho- 
mologie galoisienne à valeurs dans M. 

On note Q/Z(2) le module galoisien lin^^/x^^. 

On note K^Fi^dec ■= Coker[i^3^*'"°'^F ^"/^^««^"f]. 

On a les propriétés suivantes, conséquences de travaux de Merkurjev 
et Suslin |14] . de A. Suslin |16] . de M. Levine de S. Lichtenbaum 
[13], de B. Kahn [S], [101 Thm. Ll, Lemme 1.4]. 
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H°(F,Z(2)) = 0. 
M\F,Z{2)) = KsF,^,,,. 
H2(F,Z(2)) = K2F. 
H3(F,Z(2)) = 0. 

ff(F,Z(2)) = H''\F,Q/Z{2)) si i > 4. 
ff(F,Z(2)) = si i ^ 1,2. 

Hi(F,Z(2)) = Ks(F)indec est divisible, et sa torsion est Q/Z(2) (cf. 
O (1.2)]). Il est donc extension d'un groupe uniquement divisible par 
Q/Z(2_)_. 

e2(F,Z(2)) = K2{F) est uniquement divisible. 

Soit X une F- variété lisse géométriquement intègre, non nécessairement 
projective. On a : 
H°(X,Z(2)) = 0. 

H^(X,Z(2)) = K^^indecF^X) est extension d'un groupe uniquement 
divisible par Q/Z(2). Ceci résulte de la suite exacte [Hl (1-2)] et de |16[ 
Thm. 3.7]). 

m^{X,Z{2)) = H%X,}C2). 

H3(X,Z(2)) = i7i(X,/C2). 

On a la suite exacte fondamentale (Lichtenbaum, Kahn |10l Thm. 1.1]) 
(1.1) ^ CH\X) ^ (X, Z(2)) ^ Hl{X, Q/Z(2)) ^ 

oii 

Hl{X,Q/Z{2)) = H\X,n\X,Q/Z{2))) 

est le sous-groupe de H^{F{X), Q/Z(2)) formé des éléments non ramifiés 
en tout point de codimension 1 de X. 

Pour toute F-variété projective, lisse et géométriquement intègre X, 
on a établi dans [6] que les groupes H^{X,]C2) et H^{X,}C2) sont cha- 
cun extension d'un groupe fini par un groupe divisible. Si la dimension 
cohomologique de F satisfait cd(F) < i, ceci implique que les groupes 
de cohomologie galoisienne H'' {G , H\X , }C2)) et H'\G,H^{X,1C2)) sont 
nuls pour r >i + 1. 

On a une suite spectrale 

Ff = H%G,W{X,Z{2))) =^ e"(X,Z(2)). 
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Remarque 1.1. — Pour X = Spec(-F), compte tenu des identifications 
ci-dessus, cette suite spectrale donne une suite exacte 

H\G, Q/Z(2)) K2F ^ K^f"" ^ H\G, Q/Z(2)) 0. 

En comparant la suite exacte fondamentale (11.11) au niveau F et au 
niveau F, en prenant les points fixes de G agissant sur la suite au niveau 
F, et en utilisant le lemme du serpent, on obtient : 

Proposition 1.2. — Soit X une F -variété lisse et géométriquement 
intègre. Soit y? : H^(X,Z(2)) H^(X,Z(2))^. On a alors une suite 
exacte 

^ Ker[Cff2(X) ^ GH'^Çxf] Ker(^) ^ 

Kei[Hl{X,q/Z{2)) ^ HliXM/nm ^ 

Coker [Ci/^(X) ^ GH^Çxf] Coker((^). 

Notons 

M{X) = Kei{H\G,K2(F{X)) ^ H\G, 

Dans |l5i Prop. 6.1, Prop. 6.2], pour toute F- variété lisse et géométriquement 
intègre X, B. Kahn et l'auteur montrent que l'on a une suite exacte 

H\F,Q/Z{2) ^ Ker[i73^(X,Q/Z(2)) ^ Hl(X,Q/Z{2))] ^ 

N{X) ^ Ker[f/^(F,Q/Z(2)) //"^(F^, Q/Z(2))]. 

La proposition 6.1 de |5] montre aussi que lorsque X est de dimension 
au plus 2, alors le complexe 

H\F,Q/Z{2) ^ Ker[Hl{X,Q/Z{2)) ^ //^^(X, Q/Z(2))] ^ 

N{X) -> /7^(F,Q/Z(2)) ^ i7^(F(X),Q/Z(2)) 

est une suite exacte 
ij3(F,Q/Z(2) ^ i/3^(X,Q/Z(2)) ^ 

Ar(X) ^ H\F,Q/Z{2)) ^ if^(F(X),Q/Z(2)). 

En effet les groupes iJ^(y4s, Q/Z(2)) intervenant dans la proposition 6.1 
sont alors nuls : via la conjecture de Gersten, cela résulte du fait que le 
corps des fractions de Ag est de dimension cohomologique 2, si bien que 
le complexe de la proposition 6.1 est alors exact. 
On a donc ([5]) : 
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Proposition 1.3. — Soit X une F -variété lisse et géométriquement 
intégre. 

(a) On a une suite exacte 

H'{F,Q/Z{2)) ^ KeT[Hl{X,Q/Z{2)) ^ Hl(X,Q/Z{2))] ^ 

AfiX) KeT[H\F,Q/Z{2)) ^ H\F{X), Q/Z{2))]. 

(h) Si X{F) ^ ^ ou si cd(F) <?>, on a un isomorphisme 

KeT[Hl{X,Q/Z{2))/H^{F,Q/Z{2)) ^ Hl(X,Q/Z{2))] ^Af{X). 
(c) Si X est de dimension au plus 2, on a une suite exacte 
H\F,Q/Z{2)) ^ Hi{X,Q/Z{2)^X{X) ^ H\F,Q/Z{2)) ^ H\F {X),Q/Z{2)). 

2. Le cas où H^{X,K2) est uniquement divisible 

Le but de ce pagragraphe est d'établir les propositions 12.31 et 12.41 

Dans ce paragraphe, on considère une F- variété X lisse et géométri- 
quement intègre, telle que H^{X,K2) est uniquement divisible, mais on 
ne suppose pas X projective. 

2.1. Méthode initialement i^T-théorique. — Pour i > 1, les flèches 
naturelles 

H\G,K2F{X)) ^ W{G,K2F{X)/K2F) ^ W{G, K2F{X)/H\X, IC2)) 

sont alors des isomorphismes. 

On considère le complexe des sections de la résolution flasque du fais- 
ceau K.2 sur X : 

D'après un théorème de Quillen (conjecture de Gersten pour la K- 
théorie), le complexe 

K2F{X)-> F{xr^ Z 

est le complexe des sections globales d'une résolution flasque du faisceau 
/C2 sur la F- variété lisse X. 

Ce complexe donne donc des suites exactes courtes de modules galoi- 
siens 

^ K2F{X)/H%X, /C2) -> Z ^ H\X, IC2) -> 
0^ Z ^ ©^^_(i)F(a;)^ ^ / ^ 

^ / ^ ®^^-j^(2)Z CH^ÇX) 0. 
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En utilisant le théorème 90 de Hilbert et le lemme de Shapiro, le 
théorème de Merkurjev-Suslin et en particulier sa conséquence 
Thm. 1] [ig 1.8] 

K2F{X)/K2F = {K2F{X)/K2Ff, 

par des arguments standard (cf. [SI, [7]) de cohomologie galoisienne, on 
obtient : 

Proposition 2.1. — Soit X une F -variété lisse et géométriquement 
intègre telle que le groupe H^{X, IC2) soit uniquement divisible. Soit 

Af{X) = KeT^H\G,K2(F{X))) ^ H\G, F(x)X)). 

On a alors une suite exacte 

^ H\X, IC2) ^ H\X, K2f 
H\G,K2F{X)) Kei[CH\X) CH\X)] 
H\G,H\X,1C2))^U{X) ^ 
CokQi[GH\X) GH\Xf] ^ H\G,H\X,]C2)). 

Pour X une F- variété lisse géométriquement intègre avec X{F) ^ 0, 
on a H^{G, K2F{X)) = ([!]). De façon plus générale, c'est un théorème 
de B. Kahn [SI Cor. 2, p. 70] que l'on a un isomorphisme 

H\G, K2F{X)) 4 Kei[H\F, Q/Z(2)) ^ H%F{X), Q/Z(2))]. 
On a donc établi : 

Proposition 2.2. — Soit X une F -variété lisse et géométriquement 
intègre telle que le groupe H^{X,]C2) soit uniquement divisible. Soit 

Af{X) = KeT^H\G,K2(F{X))) ^ H\G, F(x)X)). 

On a alors une suite exacte 

^ H\X, IC2) ^ H\X, IC2f ^ 

Ker[i/3(F,Q/Z(2)) ^ H''{F{X),Q/Z{2))] ^ 

Ker[Cif2(X) ^ GH^ÇX)] H\G , H\X , IC2)) ^ Af{X) 

CokeT[GH\X) GH\Xf] H\G , H\X , IC2)) . 

En combinant les proposition 12.21 et 11.31 on trouve : 
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Proposition 2.3. — Soit X une F -variété lisse et géométriquement 
intègre. Supposons le groupe H^{X.,K,2) uniquement divisible. Sous l'une 
des hypothèses X{F) ^ ^ ou cd(-F) < 3, on a une suite exacte 

^ H\X, IC2) ^ H\X, IC2f ^ 

Ker[H^{F,Q/Z{2)) ^ H^{F{X),Q/Z{2))] ^ 

KeT[CH\X) CH\Xf] H\G , H\X , ^2)) -> 

Ker[Hl{X,Q/Z{2))/H^{F,Q/Z{2))^Hl(X,Q/Z{2))] ^ 

Coker[CH\X) CH^{Xf] {G , H\X , JC2)) . 

2.2. Méthode entièrement motivique. — Toujours sous l'hy- 
pothèse que H'^{X,K2) — EI^(X,Z(2)) est uniquement divisible, étudions 
la suite spectrale 

= HP{G,m''(X,Z{2))) =^ ir{X,Z{2)). 

La page E^^"^ contient un certain nombre de zéros. Tous les termes 
Ef sont nuls. Comme lf(X,Z{2)) est supposé uniquement divisible, 
tous les termes Ef = HP{G,If (X,Z{2))) pour p > 1 sont nuls. 
Les termes -Ef^ sont égaux à Hp{F, Q/Z{2)) pour p > 2, groupe qui 
coïncide avec HP+\k, Z{2)) pour p > 3. La flèche ^ E^^ , soit 
H^{X,]C2)'^ H'^{.F,'Q_/Z{2)), est surjective, car il en est déjà ainsi de 

K2F — H'^{F,Q/Z{2)), comme rappelé au paragraphe 1. On arrive 
aux énoncés suivants : 
Il y a une suite exacte 

^ (X, Z(2)) ^ (e^(X, Z{2)f (F, Z(2)) ^ 

Ker((^) ^ H\G, H\X, IC2)) Ker[H^(F, Z(2)) ^ U^X, Z(2))]. 
Ainsi il y a une suite exacte 
^ H\X,1C2) {H\X,]C2)f ^ H%F,Q/Z{2)) -> Ker(^) ^ 

H\G, H\X, IC2)) ^ Ker[H\F, Z{2)) ^ H\F{X), Q/Z(2))]. 

En particulier, si X{F) 7^ ou si l'on a cd(F) < 3, alors on a une suite 
exacte 

^ H\X, /C2) ^ /Ca))^ ^ 

//^(F, Q/Z(2)) ^ Ker((^) ^ H\X, JC2)) 0. 

La flèche H\F,Q/Z{2)) Ker((^) est injective si X{F) ^ 0, ou si 
H^{F,Q/Z{2)) est nul, par exemple si cd(F) < 2. 
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Pour le conoyau de on trouve une suite exacte 

O^D^ Coker((^) ^ H\G, H\X, IC2)) 

où D est un sous-quotient de Ker[H5(F, Z(2)) ^ H^(X, Z(2))]. Ce dernier 
groupe est nul si le noyau de H^{F, Q/Z(2) H\F{X), Q/Z(2)) est nul. 
En particulier D = si X{F) ^ 0, ou si W'{F,Z{2)) = H\F,Q/Z{2)) 
est nul, par exemple si cd(F) < 3. 

Au bout du compte, pour X une F-variété lisse géométriquement 
intègre avec iï°(X,A^2) uniquement divisible, et soit X{F) 7^ soit 
cd(F) < 3, on trouve une suite exacte 

^ KeT[CH\X) -> CH\Xf] Ker(^) ^ 

Ker[i73^(X,Q/Z(2)) ^ //^(X, Q/Z(2))] ^ 

Coker [Ci/2(x) ^ ^//^(x)^] ^ H\G , H\X , K2)) . 
et une suite exacte 

H%F,Q/Z{2)) ^ Ker((/5) ^ H\G , H\X , JCi)) 0. 

Si l'on quotiente les deux termes Ker((^) C H^(X, Z(2)) et Q/Z(2)) 
par l'image de M^(F,Z(2)) ~ H^{F,Q/Z{2)), ce qui par fonctorialité de 
la suite spectrale appliquée au morphisme structural X — )■ Spec(F) in- 
duit une flèche Ker((/;)/H^(F, Z(2)) ^ Hl.{X,Q/Z{2))/ H^{F,Q/Z{2)), 
on trouve : 

Proposition 2.4- — Soit X une F-variété lisse et géométriquement 
intègre. Supposons que H^{X^K2) est uniquement divisible. Supposons 
en outre que l'on a X{F) ^ ^ ou cd(F) < 3. On a alors une suite exacte 

^ H\X, /C2) ^ H\X, K^f -> 

Kei[H\F,QlZ{2)) H''{F{X),Q/Z{2))] ^ 

KeT[CH\X) CH\Xf] ^ H\G , H\X , IC2)) ^ 

KeT[HliX,Q/Zi2))/H%F,Q/Zi2)) ^ Hl(X,Q/Zi2))] ^ 

CokeT[GH^{X) ^ GH\Xf] H\G , H\X , ^2)) . 

Sous l'hypothèse X (F) ^ 0, le groupe KeT[H'^ {F, Q/Z{2)) H^{F{X),Q/Z{2))] 
est nul. 

Remarque 2. 5. — On retrouve donc ainsi la proposition 12.31 sans pas- 
ser par le groupe Af{X) et la proposition 11.31 
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2.3. Comparaison entre les deux méthodes. — Sous réserve de 
vérification des commutativités des diagrammes, sur tout corps F (sans 
condition de dimension cohomologique), le lien entre la suite exacte 

Kei[CH^{X) CH\X)] Ker((^) ^ 

Ker[i73^(X,Q/Z(2)) ^ Hl(X,Q/Z{2))] ^ CokeT[CH'{X) ^ CH'Çxf] 
extraite de la proposition 11.21 et la suite exacte 

KeT[CH\X) CH\X)] H\G , H\X , IC2)) 

ÀfiX) Coker[CH\X) ^ CH^Xf] 

extraite de la proposition l2.2l est fourni par le diagramme de suites exactes 
verticales 



H^(F,Q/Z{2)) 

Ker(y9) 

H\G,H\XM)) 

Kei[H\F,Q/Z{2) ^ H\F{X),Q/Z{2))] 



^ H\F,Q/'L{2)) 

Kei[Hl{XMm)) ^ i/i(X,Q/Z(2))] 

^U{X) 

Kei[H\F,Q/Z{2) ^ H\F{X),Q/Z{2))] 



où la suite verticale de droite vaut pour toute F-variété lisse et géométri- 
quement intègre X ([5], voir la proposition 11.31 ci-dessus), et 011 celle de 
gauche est établie au début de la section 12.21 pour les F- variétés X telles 
que H^{X,]C2) est uniquement divisible. 

2.4. Variétés avec H^[X, IC2) uniquement divisible. — Pour F un 
corps algébriquement clos - toujours supposé de caractéristique nulle - 
et Y une F-variété intègre, projective et lisse, les propriétés suivantes 
sont équivalentes : 

(i) Le groupe de Picard Pic(y) est sans torsion. 

(ii) Pour tout entier n> 0, Hl^{Y,^n) = 0. 

(iii) H^{Y, Oy) = et le groupe de Néron-Severi NS(F) est sans tor- 
sion. 

(iv) Le groupe /C2) est uniquement divisible. 
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L'équivalence des trois premières propriétés est classique. Pour 
l'équivalence avec la quatrième, voir [SI Prop. 1.13], qui s'appuie sur des 
résultats de Merkurjev et de Suslin. 

Les propriétés ci-dessus sont satisfaites par toute F-variété projective 
et lisse géométriquement unirationnelle, mais aussi par toute surface K?) 
et par toute surface projective et lisse dans l'espace projectif P^. 

Pour une F-surface Y projective et lisse satisfaisant ces propriétés, la 
dualité de Poincaré implique la nullité des groupes H^^(Y, fin) pour tout 
n > 0. On sait (Bloch, Merkurjev-Suslin, cf. [Bl (2.1)]) que la nullité de 
ces groupes implique que le groupe de Chow CH'^iY) n'a pas de torsion. 

Pour une F-surface X projective, lisse et géométriquement intègre telle 
que X satisfasse ces propriétés, le groupe Ker[Cif^(X) — )■ CH'^{X)] 
coïncide donc avec le sous-groupe de torsion CH^{X)tors de CH'^{X). 
Sans hypothèse supplémentaire sur X, il est difficile de contrôler le mo- 
dule galoisien H^{X,K-2) et l'application 

CH\X)t,,s = Kei[CH\X) CH^ÇX)] ^ H\G , H\X , ]C2)) . 

Renvoyons ici le lecteur au délicat travail d'Asakura et Saito [T] qui 
établit que pour un corps p-adique F et une surface fisse dans P^, de 
degré au moins 5 "très générale" , le groupe 

CH\X),,rs C H\G,H\X,IC2)) 

est infini. 

Au paragraphe suivant, on donnera des hypothèses restrictives per- 
mettant de facilement contrôler le module H^{X,]C2) et sa cohomologie 
galoisienne. 

3. Le module galoisien H^{X,K,2) 

On considère la flèche naturelle 

Pic(X) ^F"" ^ H\X,IC2). 

Proposition 3.1. — Soit X une F -variété projective, lisse et géométri- 
quement intègre. Supposons H^{X, Ox) = et supposons que les groupes 
H^^[X, Zi) sont sans torsion. Alors pour tout i > 2, la flèche 

H\G,Pic(X)^F'') H\G,H\X, }C2)) 
est un isomorphisme. 
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Démonstration. — D'après [6l Thm. 2.12], la flèche Galois équivariante 

Pic(X) ® F"" -> H\X,IC2) 

a alors noyau et conoyau uniquement divisibles. Elle induit donc un iso- 
morphisme sur H^{G, •) pour i > 2. □ 

Remarque 3.2. — L'hypothèse que les groupes H?^^{X,Zi) sont sans 
torsion est équivalente à l'hypothèse que le groupe de Brauer Br(X) est 
un groupe divisible. 

Proposition 3.3. — Soit X une F -variété projective, lisse et géomé- 
triquement intègre. Supposons qu'il existe une courbe V G X telle que 
sur un domaine universel Q l'application CHo{Vn) — CHq^Xq) est sur- 
jective, et supposons que les groupes Hl^^{X.,'Li) sont sans torsion. Alors 
pour tout i > 1, la flèche 

H\G, Pic(X) ® f"") H\G, H\X, IC2)) 
est un isomorphisme. 

Démonstration. — D'après [6l Thm. 2.12], sous les hypothèses de la pro- 
position, la flèche Galois équivariante 

VicÇX)®F'^ H\X,IC2) 

est surjective et a un noyau uniquement divisible. Elle induit donc un 
isomorphisme sur H^{G, •) pour i > 1. □ 

Remarques 3.4- — Rappelons que l'on suppose car(F) = 0. 

(a) L'hypothèse sur le groupe de Chow des zéro-cycles implique 
H\X,Ox) = pour i > 2. Elle implique que le groupe de Brauer 
Br{X) est un groupe flni. Elle est satisfaite pour les variétés X dominées 
rationnellement par le produit d'une courbe et d'un espace projectif, en 
particulier par les variétés géométriquement unirationnelles. 

(b) Sous les hypothèses de la proposition, on a Br(X) = 0. 

(c) Toutes les hypothèses sont satisfaites pour une variété X qui est 
facteur direct birationnel d'une variété rationnelle. 



4. Applications aux variétés à petit motif 

Théorème — SoitX une F -variété projective, lisse et géométriquement 
intègre. Soit ^ : H^(X, Z(2)) ^ H^(X, Z{2)f. 
Supposons satisfaites les conditions : 
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(i) Sur un domaine universel Q, le degré CHq{Xq) — )■ Z est un iso- 
morphisme. 

(a) Le groupe Pic(X) = NS(X) est sans torsion, 
(m) Pour tout i premier, le groupe if|^.(X,Z^) est sans torsion, 
(iv) On a au moins l'une des propriétés : X{F) ^ ^ ou cd{F) < 3. 
Alors on a une suite exacte 

^ Kei[CH\X) -> CH\Xf] Ker(^) ^ 

KeT[Hl{X,Q/Z{2)) ^ Hl(X,Q/Z{2))] ^ 

Cokei[CH\X) CH\Xf] H\G, P ic(X) ^F""), 
qui induit une suite exacte 

Ker[CH\X) CH^Xf] H\G, Fic(X) (^F"") ^ 

Ker[Hl{X,Q/Z{2))/H\F,Q/Z{2)) ^ Hl(X,Q/Z{2))] ^ 

CokeT[CH\X) CH\Xf] H\G, P ic(X) ^F""). 

Démonstration. — Comme on a supposé car(F) = 0, l'hypothèse (i) im- 
phque [3] que tous les groupes H\X,Ox) pour i > l sont nuls, que 
l'on a Pic(X) = NS(X), et que le groupe de Brauer Br(X) s'identifie 
au groupe fini (BeH^{X ,Ze)tors- Sous l'hypothèse (i), l'hypothèse (iii) est 
donc équivalente à Bi{X) = 0. 

Sous les hypothèses (i) et (iii), la proposition 13.31 donne 

H\G, Pic(X) ® F"") 4 H\G, H\X, K2)) 
pour tout i > 1. 

Sous les hypothèses (i) et (ii), d'après [6l Prop. 1.14], on a K2F = 
H^{X, /C2)- Le groupe K2F étant uniquement divisible, on peut appliquer 
les résultats de la section [2l □ 

Remarque 4-2. — Sous l'hypothèse X{F) 7^ ou cd(F) < 2, la fièche 
KeT[CH^{X) GH\Xf] H\G, Fic(X) (^F"") est injective. 

Corollaire 4-3. — SoitX une F -variété projective, lisse et géométriquement 
intègre. Supposons X rationnelle. Soit ^ : H^(X,Z(2)) e^(X,Z(2))^. 
Alors, si X{F) 7^ 0, ou si cd(F) < 3, on a une suite exacte 

^ KeT[GH\X) CH\Xf] Ker((^) ^ Hl.{X,Q/Z{2)) 

CokeT[CH\X) GH\Xf] H\G, P ic(X) ^F""), 



DESCENTE GALOISIENNE SUR LE SECOND GROUPE DE CHOW 



13 



qui induit une suite exacte 

KeT[CH\X) -> CH\Xf] H\G, PicÇX) ^F"") -> 
Hl{X,Q/Z{2))/H^{F,Q/Z{2)) ^ CokeT[CH\X) ^ CH\Xf] ^ 

H\G,Pic(X)®F''). 

Remarques 4-4- — i^) Sous l'hypothèse X{F) 7^ ou cd(F) < 2, la 
flèche 

KeY[CH\X) CH\X f] ^ H\G, P ic (X) ^F"") 
est injective. 

(b) Dans le cas particulier 011 X est une F-compactification lisse 
équivariante d'un F-tore, ce résultat est très proche de celui de Blinstein 
et Merkurjev [2], Prop. 5.9]. Dans ce cas, le groupe CH'^{X) est sans 
torsion, le groupe 

Keï[CH\X) CH\Xf] 
coïncide donc avec CH'^{X)tors- Par ailleurs, l'intersection des cycles 

Pic(X) X Pic(X) ^ CH^ÇX) 
induit une application naturelle surjective ([8], §5.2, Proposition, p. 106]) 

Sym2(Pic(X)) ^ CH\X). 
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